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Apresentacao

E consenso que a destreza no uso das ferramentas da Algebra basica
é um pilar fundamental para um posterior contato, bem sucedido, com a
Matematica superior, quer em cursos de Matematica, ciéncias ou engenharias;
ela é, ainda, imprescindivel a aprendizagem da Fisica.

Nesse sentido, o volume 2 de “Os Segredos da Algebra para IME ITA
e Olimpiadas”, de Miller Dias de Araujo, traz uma impressionante coletanea de
resultados, técnicas e problemas de Algebra basica, versando sobre temas
como o principio de indugao finita, sequéncias numéricas, recorréncias lineares
e desigualdades, para citar apenas os assuntos mais amplamente discutidos.

Para além de revisdes sucintas dos resultados principais concernentes
a cada tema, o livro concentra especial atengdo no emprego dos mesmos a
resolucdo de exercicios de calibre compativel com os vestibulares dos
tradicionais IME e ITA, sem deixar de visitar as mais variadas competicées de
Matematica do globo. Isso é feito de duas maneiras, complementares: por um
lado, pela discussdo de um sem-numero de exemplos resolvidos; por outro,
pela propositura de outras tantas questdes, dos mais variados graus de
dificuldade.

O leitor que passar com sucesso pela leitura tera, certamente, adquirido
uma proficiéncia invulgar nesta que, por vezes, é considerada a mais arida das
areas da Matematica.

Anténio Caminha Muniz Neto



Prefacio

A escrita deste volume 2 abriu as portas para uma nova visdo da
Matematica, uma vez que, atualmente, as pessoas querem separa-la por temas
isolados. No entanto, acontece que ndo ha um conteudo isolado, pois todos os
assuntos sao interligados, e portanto a proposta do livro é fazer essa ligacao.
A colegéo, em cinco volumes, aborda todos os assuntos da algebra do ensino
médio e também alguns topicos abordados no ensino fundamental, de modo a
relacionar cada tema com outros ramos da matematica. Assim, minha
pretensao € que vocé, leitor amigo, obtenha o maximo de ferramentas possiveis
para ultrapassar os obstaculos desses assuntos.

No capitulo 1, é abordada a indugdo matematica, uma belissima
ferramenta que uso para provar varios teoremas, a compreensao de somatoérios
e produtérios junto a suas respectivas propriedades; as somas telescopicas e
fragbes parciais que, juntas, nos permitem resolver uma gama de problemas
dificeis a primeira vista; a congruéncia linear e no¢des de raizes complexas da
unidade para aplicarmos na fatoragdo de polindmios, abrindo mais uma
possibilidade para fatorar, inclusive, polinbmios de graus maiores.

Nos capitulos 2 e 3, viajamos no mundo das sequéncias. Inicio com as
famosas progressdes aritmética (P.A.) e geométrica (P.G.), utilizando os
operadores matematicos para tratar de progressées de ordem superior. Fago,
também, uma abordagem com relacdo aos numeros binomiais e uma
abordagem polinomial, depois parto para as aritmético-geométrica (P.A.G.) e
geomeétrico-aritmética (P.G.A) e finalizo com a harmoénica (P.H.). Em cada uma
delas, busquei expor todas as propriedades e demonstragdes de forma clara e
concisa. Em seguida, temos as famosas sequéncias de Fibonacci, a de Lucas
e (talvez a menos conhecida) a de Pell. Busquei, aqui, explorar as propriedades
mais frequentes, as relagdes entre elas e entre o numero de ouro.

No capitulo 4, tratamos de um poderoso tema: Recorréncias, que é uma
nova maneira de trabalhar com sequéncias, buscando “férmulas fechadas” ou
termos gerais. Fago, nesse sentido, um estudo completo, mostrando cada
passagem de forma que até um leitor iniciante no assunto conseguira entendé-
la e assimila-la.



Ja o capitulo 5 é dedicado as desigualdades, um tema bastante comum
nas olimpiadas. Nesse capitulo, procurei diversificar as desigualdades; assim,
o leitor terda uma gama de possibilidades para “atacar” os problemas, na medida
em que cada uma delas é demonstrada (algumas delas com mais de uma
demonstragéo).

No final da obra, temos os capitulos 6 e 7 com as respostas e as
resolugdes, respectivamente. E, ainda, alguns capitulos tém os topicos
avangados (propriedades nao demonstradas).

Espero que vocé aproveite cada pagina desta obra, que foi feita com

muito esmero. Vejo vocé, amigo leitor, no volume 3.

Miller Dias de Araujo
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Capitulo 01 - Inducdo Matematica

Introdugéao

A indugdo matematica € um método de demonstracao trabalhado geralmente
em cursos de algebra, em matematica discreta, em teoria dos numeros e tem
muitas aplicagbes em varias areas da matematica. Vamos aprender essa
ferramenta poderosissimal

1.1) Definicéao 01

Seja P(n) uma propriedade relativa ao nimero natural n. Suponhamos que:
e P(1) évalida.
e Paratodo neN avalidade de P(n) implica na validade de P(n+1).

Entdo P(n) é valida para todo nimero natural n.

Exemplo Resolvido 01: Mostre que, para todo inteiro positivo n> 0, o nimero
22" _1 & divisivel por 3.

Resolugao:
e Paran=0,temos: 22" -1=22"0_1=1-1=0. (verdadeiro)
e Paran=1,temos: 22" —-1=22"1_1=4-1=3. (verdadeiro)

e Suponha que valha para n = k, ou seja:

2 _1-3a .. , comaeN

e Mostre que vale paran =k + 1.
De fato, temos: 22K*Y) 122242 _1_4.9% _1_4.(3a+1)-1=12a+4—1=
—12a+3=3(4a+1).

(k+1)

Note claramente que 3(4a+1) é um muiltiplo de 3, logo 22 —1 é divisivel

por 3.

Como queriamos demonstrar.
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Exemplo Resolvido 02: Mostre que, para todo inteiro positivo n >0, o numero

n® —n & divisivel por 3.

Resolugao:

e Paran=0,temos: n>-n=0-0=0-0=0. (verdadeiro)
e Paran=1,temos: n®-n=1-1=1-1=0. (verdadeiro)

e Paran=2 temos: n>-n=2%-2=-8-2=6. (verdadeiro)

3

e Suponha que valha para n =k, ou seja: n° —n=3a, comaeN.

e Mostre que vale paran=k + 1.

De fato, temos: (n+1)3—(n+1)=n3+3n2+3n+1—(n+1):n3—n+3(n2+n)

=3a+3(n2+n)=3<a+n2+n).

2

Note claramente que 3(a+n +n) é um multiplo de 3, logo (n +1)3 —-(n+1) é

divisivel por 3.
Como queriamos demonstrar.

n(n+1).

Exemplo Resolvido 03: Prove que 1+2+...+(n-1)+n= 5

Resolugao:

2(2+1)

2

Paran=2,temos: 1+2=

= 3. (verdadeiro)

3(3+1) 3.4 _
e Paran=3,temos: 1+2+3= 5 :7:6.(verdade|ro)

k(k+1)
e

Suponha que valha para n =k, ou seja: 1+2+...+k =

k+1)(k+2
Provequevaleparan=k+1,ouseja:1+2+...+k+k+1:—( )2( )
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Adicionando k + 1 em ambos os membros:
k(k+1)+2(k+1)
2

+1
S =1+2+...+k = Sk+k+1:¥+k+1 = Sy =

(k+1)(k+2)
= |

Como queriamos provar.

Exemplo Resolvido 04: Prove que

12+22+32+...+(n—1)2+n2 =M.
6
Resolugao:
2(2+1)(2-2+1) 2.3.5
6 6

e Paran=2 temos: 12 +22 = 5. (V)

3(3+1)(2-3+1) 3.4.7
6 6

e Paran=3, temos: 12 +22432 = 14 . (V)

e Suponha que valha para n = k, ou seja: P 422 4.4k = 5

e Prove que vale paran =k + 1, ou seja:

2 _ (k+1)(k+2)(2k+3)
5 .

12+22+32+...+(k+1)

Adicionando (k + 1)2 em ambos os membros:

k(k+1)(2k +1)

S2=1+22+..4+k* = SE+(k+1)2= +(k+1)2

o, k(k+1)(2k+1)+6(k+1)? (k+1)| 267 +k + 6k +6
= Sk+1 = = sk+'] =
6 6
(k+ (27 +7k+6) [ (ke N(k+2)(2k+3)
= Sk+1 = 6 Sk+'| = 6 ’

Como queriamos provar.

15

k(k+1)(2%+1)
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1.2) Definigdo 02

Seja P(n) uma propriedade relativa ao nimero natural n. Suponhamos que:
e P(a) évalida, paratodo aeN.

e Paratodo neN, com n>a a validade de P(n) implica na validade de
P(n+1).

Entdo P(n) é valida para todo nimero natural n>a.

Exemplo Resolvido 05: Mostre que 2" >n?, vn>5.

Resolugao:
Se analisarmos os casos n =1, n =2, n =3 e n =4, notaremos que alguns séo
falsos, o que indica a necessidade da segunda definicdo. Entdo, para n=5,

temos: 2% > 52 que é verdadeira. Note também que n? >2n+1 para n>5,

pois n°>2n+1 = n®-2n>1 = n-2n+1>1+1 = (n—1)2>2 (*)

= n-1>+2 .. .

Observagao: Aqui em (*) usamos apenas a parte positiva, pois n & positivo.

e Suponhamos que valha para n> 5, entéo:

2">n? = 2.2"52.n2 = 2" 502,12 502 12041

= 2"152.02 5 (n+1)? o |27 > (1))

Como queriamos demonstrar.
Exemplo Resolvido 06: Mostre que n’>3n, vYn>4.

Resolugao:
Se analisarmos os casos n = 1, n = 2 e n = 3, notaremos que alguns sao falsos,
0 que indica a necessidade da segunda definicdo. Entdo, para n=4, temos:

42 > 3.4 que é verdadeira.
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e Suponhamos que valha para n >4, entéo:

n>3n = n2+2n+1>3n+2n+1 = (n+1)2>3n+2n+1

2n>8 9 5
= (n+1)"23n+8+1=3n+3 .. |(n+1)" >3(n+1)|.

Como queriamos demonstrar.

1.3) A notacao de Somatério e Produtoério

A notagao de somatério (ou produtério) simplifica bastante as contas. Em outras
palavras, ela compacta o calculo de somas grandes quando usada
repetidamente.

1.4) Definicao de Somatério

Dada a sequéncia (a4, a5, ..., a, ), podemos escrever a soma de seus termos

n

como zai (Ié-se: somatorio de a;, quando i vai de 1 até n).
i=1

1.5) Propriedades do Somatério

Vejamos algumas propriedades bastante uteis!

P1) Somatério de uma constante: c=n-c|-

n
i1

Demonstracao:

" "
n n vezes

n
Da definicao, temos: Zc =C+C+...+C .. Zc =n-c|.
i=1 i=1

n
Exemplo Resolvido 07: Determine o valor de ) 5.
i1

Resolucao:

" "
n n vezes

PEELLEL i n
Podemos escrever: 25 =5+5+...+5 .. 25 =5n|.
i=1 i=1
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P2) Somatério do termo geral com uma constante: |Y'c.a; =c- > a;|-

Demonstracao:
n n

D c-aj=C-a;+C-ay+...+4C-a, = » c-a=C-(a+ay+...+3,)

i=1 i=1

n n
“Dlcrai=c- ) al.
i=1 i=1

n
Exemplo Resolvido 08: Determine o valor de ) 3i.
=

Resolugao:
Podemos escrever:

n n n
>B8i=3+6+...+43n = > 3i=3-(1+2+...+n) . [>3i=3->i|.

i=1 i=1 i=1

n
P3) Somatério da soma de dois termos gerais: (> (a; +b;)

Il
N

Demonstracao:
n

D (a+bj)=(ay+by)+(ag+by)+...+(a, +b,) =

e T

I
a
I

a

n
(a+bj)=(aj+ag +...+a,)+(by+by +...+by) = [>.(a +b;) =

n

Exemplo Resolvido 09: Determine o valor de Z(i2 + i) .

i=1
Resolugao: Podemos escrever:

n
Z(i2+i):12+1+22 +2+..+n%+n
i1

n
= (i2+i):‘|2+22+...+n2+1+2+...+n Z(i2+i

o

1l
-
1l

-
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P4) Produto de uma constante por um Somatério:

k.{i(ai ibi)}:k~iaiik~ibi

i=1 i=1 i=1

Demonstracao:

k-{i(aiibi):lz(m +by)-k+(ay £by)-k+ ...+ (8 £by ) -k

n
|:Z( :|—a1'kib1‘k+az'kib2'k+...+an'kibn'k

U
M> T

(a ibi)}:k-(a1 +ay+...+a, )tk (by+by +...+a,)

x
I+|
1M

(aiibi)}:kéaiikébi.

P5) Somatoério da soma de varios termos gerais:

n
D> (ai+by+...+z)
i=1

Il
]
o

+
.[\Oﬂ:’
+

4
~

Demonstracao:
n

> (aj+bj+...+7)=(ag+bg+...+2¢)+(ag +bg+...+2p) +...+ (ap + by +

.t2Zp)
i=1

=

M:

(@j+bj+...+z)=(aj+ag +...+ap)+(by+by +...+bp ) +...+(z1+ 22 +...+ Z)

M:ﬂ;

(a,+b +. +z,):iai+ibi+...+22i )

Il
-
Il

-
Il
-
Il
-_—

n n n
P6) Somatério da diferenga: |> (a;—b;)=> a;— > b;|-
i=1 R

Demonstracao:
n
Z(ai -b;)=(a;-by)+(ay —by)+...+(a, -b,) =

i=1
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s

Il
-
Il
N

(ai-bi)=(ar+az +...+an)—(by+by +...+ay) - -Zn:(ai _bi):g !

n
Exemplo Resolvido 10: Determine o valor de Z(i“’ —iz).
i=1

Resolugao: Podemos escrever:

n
(i -P) =1t -2t 2%+ 40t on? =
i=1

o

(i =)= (1 +2* +oont )= (P 4224 an?) i(i“ —i2)=i'

Il
-
Il

A
1l
-

n—1

P7) Soma Telescépica: z =

an — |-

=N

Demonstracao:
n-1

;(am—ai):(az—a1)+(a3—a2)+...+(an_1—an,2)+(an—an,1)
(a|+1 )= 85 —a1+ 34 — 94 +...+ 37 — B3 +an— BT

1

=]
|

™

=

A

n7
( i+1 _ai):an —aq|-

BN

n
1 1
Exemplo Resolvido 11: Determine o valor de Z(_1_ —2j .
U+l i+

Resolugao: Podemos escrever:
i(i_1j111_1 +1_’I+1_1
=li+1 i+2) 2 3 3 4 " n n+1 n+1 n+2
4 1 1 1 \
= _— + +.o.+
;(I-H |+2j 2 &i % /1/ /%/ n+\<L n+\1 n+2

LY [N R O B
' i+1 i+2) 2 n+2|

i=1
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P8) Soma Parcial: | ) a, =

n
a+ Y ajl

i=j+1

e

Il
-

n
i1

Demonstracao:

n n ] n

\ / \
> a :(a1+a2 +otaj) (A tag et ) D= e+ D e
i1 =

Exemplo Resolvido 12: Prove que 2+4+6+...+(2n-2)+2n=n(n+1).

Resolugao: Podemos escrever:
n n—1
E=2+4+6+..+(2n-2)+2n = E=) 2 = E=2-)i
i=1 i=1
n(n+1
= E=2. ( )

E=n(n+1).

Como queriamos provar.
Exemplo Resolvido 13: Prove que 1+3+5+...+(2n-3)+(2n-1) = n?.

Resolugao: Podemos escrever:
n n n
E=1+3+5+...+(2n=-3)+(2n-1) = E=)(2i-1) => E=)> 2 - )1
i=1 i=1 i=1

= E=n(n+1)-n-1 = E=n?+n-n .. [E=n?].
Como queriamos provar.

Exemplo Resolvido 14: Prove que
2 1)(2n +1
2242+ 1 (2n—2) + (2n)2 = 2O ?))( n+1)

Resolugao: Podemos escrever:

n n
E=22+42 4. +(2n-27 +(2n)’ = E=)(2) = E=)4#
i—1 i—1

n
= E=4)7 = E:4.w E:w_

i=1

Como queriamos provar.
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Exemplo Resolvido 15: Prove que
n(4n® -1
12 +3% 1+ 52 +...+(2n—3)2 +(2n—1)2 =¥_
Resolugao: Podemos escrever:

n
E=?+32+52+. . +(2n-3)° +(2n-1Y = E=Y(2i-1)
i=1

n n n n
- E:Z(4i2—4i+1) = E=4-2% -4.3i +1

i=1 i=1 =1 =t
- E:4.n(n+1)6(2n+1)_4.n(n+1)Jrn.1 N
E=2n(n+2(2n+1)—2n(n+1)+n - E=2n(n+1)(2n+1);3~2n(n+1)+3n
- E:2n(n+1)-(2n+1—3)+3n - E:2n(n+1)~(2n—2)+3n

3 3

4n(n% —1)+3n n(4n®-4+3 n(4n% -1

et ) )

Como queriamos provar.

Exemplo Resolvido 16: Prove que

1).(n+2
1-2+2.3+3.4+...+(n—1).n+n-(n+1)=—”(n+ )3(”+ ).

Resolugao: Podemos escrever:
n
E=12+2-3+3-4+...+(n-1)-n+n-(n+1) = E=>i-(i+1)
i=1

= E=i(i2+i) S E-YR+ Y = g (@) n(n+1)
i=1 =1 i 6 2
- E=n(n+1)(2n+1)+3n(n+1) - E=n(n+1)(2n+1+3)
6 6
- E:n(n+1)~(2n+4) - E:n(n+1)-2'(n+2) E:n(n+1)'(n+2)_
6 6 3

Como queriamos provar.
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Exemplo Resolvido 17: Prove que
L+L+ L +...+ L + ! -_n
1.2 2.3 3.4 7 (n=1)-n n-(n+1) (n+1)
Resolugao: Podemos escrever:
n
1 2.3 3 (n=1)-n n-(n+1) i-(i+1)
N qti—i N 447 i n (1 1 ]
= E= = E= - = E= ——
§i~(i+1) ;I M f~(i+1) ; PP+
1 n+1 n+1 n+1
Como queriamos provar.
1.6) Definicdo de Produtério
Dada a sequéncia (a4, ay, ..., @,), podemos escrever o produto de seus

n

termos como Hai (Ié-se: produtdrio de a;, quando i vai de 1 até n).

i=1

1.7) Propriedades do Produtério

Vejamos algumas propriedades bastante uteis!

P1) Produtério de uma constante: c=c"|.

n
i=1

Demonstracao:

" "
n n vezes

Da definicdo, temos: [[c=c-c-....c . [[]e=c"|.
i=1 i=1

n n
P2) Produtério do termo geral com uma constante: |[[c-a, =c" -] ]a;|.




\'&scrita deste volume 2 abriu as portas para uma nova rvisao da Matematica,
uma vez que, atualmente, os pessoas querem separd-la por temas isolados. Mo en-
tanto, acontece que ndo hd um contedido isolado, pois todos os assuntos sdo interli-
gados, e portanto a proposta do livro é fazer essa ligogoo. A colegao, em cinco volu-
mes, abordao todos os assuntos do galgebra do ensino médio e tombém alguns topicos
abordodes no ensine fundamental, de modo a relacionar cada tema com outros
ramos da matemadtico, Assim, minha pretensao @ que vocé, leitor omigo, obtenha o
mdximo de ferramentas possiveis para ultropassar os obstaculos desses assuntos.

Mo capitulo 1, é abordada @ indugoo matematica, uma belissima ferromenta que
usoc para provar varios teoremas, a compreensao de somotorios € produtorios junto
a suas respectivas propriedades; as somas telescopicas ¢ fragdes parciais que,
juntas, nos permitem resolver uma goma de problemas dificeis & primeira vista; a
congruéncia linear e nogoes de raizes complexas da unidade para aplicarmos na fa-
toragéo de polindmios, abrindo mais uma possibilidade para fatorar, inclusive, poli-
nomios de graus maiores.

Mos capitulos 2 ¢ 3, viajamos no mundo das sequéncias. Inicio com as famosas
progressdes aritmético (PA.) e geométrica (PG.), utilizondo os operodores matemd-
ticos para tratar de progressées de ordem superior. Fago, também, uma abordagem
com relagao aos nimeros binomiais e uma obordagem polinomial, depois parto para
as aritmético-geoméirica (PA.G.) e geomeétrico-aritmética (PG.A) e finalizo com o
harménica (PH.). Em cada uma delas, busquei expor todas os propriedades e de-
monstragdes de forma clora e conciso. Em seguida, temos as famosas sequéncios de
Fibonaeci, a de Lucaos e (talvez a menos conhecida) a de Pell. Busquei, aqui, explorar
as propriedades maois frequentes, as relocdes entre elas e entre o niimero de ouro.

No capitulo 4, tratamas de um poderoso tema: Recorréncias, que é uma nova

maneira de trabalhar com sequéncias, buscando “férmulas fechadas” ou termos
gerais. Fago, nesse sentido, um estudo completo, mostrando cada passagem de
forma que oté um leitor iniciante no assunto conseguira entendé-la e assimila-la.

Jé o capitulo 5 & dedicado as desigualdades, um tema bastante comum nas olim-
piadas. Messe capitule, procurei diversificar as desigualdades; assim, o leitor tera
uma gama de possibilidades para “otacar” os problemas, na medida em que cada

\\ uma delos é demonstrado (algumas delas com mais de uma demonstragao).

Mo final da obra, temos os capitulos 6§ e T com as respostas e as resolugdes, res-
pectivamente. E, nindo, alguns copitules tém os topicos avancodos (propriedades
nao demonstradas).

Ezpero que vocé aproveite codo pagina desta obra, que foi feita com muito

esmero. Vejo vocé, amigo leitor, no yolume 3.

Miller Dias

- Miller Dias de Aradjo
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